Lycée Louise Michel (Gisors)
Terminale S

MATHEMATIQUES

Fonction exponentielle : entrainement savoir-faire (1) (corrigé)

Exercice 1
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Pour tout réel z, e* > 0.
Exercice 2
Pour tous réels x et y, et pour tout entier relatif m
X
em—i—y — em % ey) e—m — i7 ez—y _ e_7 (ex)m _ emw
e’ eY
A= (61)3 _ 621 w % = e3><r o e2z+r _ e3r _ eBz -0
1
_ . —x+3 2x _ —x+3 2x —x+3 —x _  x+3 —2x+3
B=e (e —e—w)—e x e —e xe f=e —e .
(er+2)2 2z+2)—(22—1) _ 2z+4—2z+1 _ 5
_ _ x —(2x—1) __ r+4—2x _
C= ol =e =e".
D — (egc " e,w)z _ (ew _ e,w)z Egalités remarquables
On utilise les égalités remarquables :
(a+b)? = a? 2 N2 2 2
o o o o a+b)° =a“+2ab+b" et (a—b)* =a” —2ab+0b
= e’ + 2 +e — e -2 +e _ @ R
e N e N aveca=¢e" et b=e .
a?  2ab B2 o?  2ab b2 N’oubliez pas que e* x e~ % = 2e°7% = 2¢0 = 2,
= 4

Exercice 3
1. Calcul des limites de f(z).
® cn —O0

lim e"—4=—-4

T——00 P t' t 1 ew — 4 4
ar quotient, 1m =

d e 2er £33

lim 2e*+3=3

r—r—00
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lim e*—4=+00

een foo: QT On obtient une F.I. du type « X,
lim 2e” +3 =400 00
r——+o0
En factorisant par ez au numérateur et au dénominateur, on trouve : Méme technique
. e” <1 — —) 1— i C’est la méme technique que pour les
et —4 et e o o q
- = = T fonctions rationnelles. On factorise par
2e* + 3 o <2+ i) 94 2 le plus "fort".
ev ev
4 4
lim <1——):1car lim — =0 1_i
r— 400 et r—+oo et . . eT 1
Par quotient, lim = -
lim (24— ) =2car lim — =0 2+ —
T——+00 e’ z—+oo et €
Ainsi, lim f(z) 1
insi, lim =-.
’ r—+00 r 2
2. Calcul des limites de g(x).
een —o0 :
Explications
Par somme, lim 2z% — 22 + 2z +1 = —o0. lim 2z° = —oco, lim —a® = —ocoet
T——00 Tr—r—00 r—r—00
lim 2z +1= —ooc.
T——00
lim 223 — 2% +2r+1=—c0
r——00
Par composition, lim 2z’ =2+l _
lim X =0 e
X——o0c0
e en +00 :
23 — 22 42 +1=23(1— 1 + 1 + 1 Par somme c’est une forme indétermi-
2z x2 23 née.
1 1 1
lm (1-—+—=5+4+-—]=1
r—+00 2x 1‘2 23)3 3 1 1 1
Par produit, lim 2z°|1—-—+ 5+ 5= | =+
lim 22° = +o0 @—-+oo 2z 2?2 2

xr—r—+00

lim 22° — 2?2+ 22+1 =+

r—+00 L. . 3_.2
Par composition, lim e ~% 2o+l — 4o
. X xr——+00
lim e* =40
X —+oo
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3. Calcul des limites de h(zx).

een —00 :
: X __ . . .
gegrjlooe =0 On essaie toujours en premier avec les
Par somme, Em e” —2x+1 = 400 | opérations. Parfois il n’y a pas indéter-
. x -0 . .
lim —2x+1=+400 mination ! La preuve !
r——00
e en +00 !

lim e =+
r—+00

lim —2z+1=—-00
T—r+00

En factorisant par €, on obtient :

1
o — % +1=c" (1—2><£+ )
er

On obtient une F.I. du type « co — 0o ».

e®
T xr
111E — =0 car 111E — = 400 . 1
e e Par somme, lim <1—2><——|——>:1
. 1 T—>+00 et  e”
lim — =0

r—+4o0 T

lim e* = +o0
r—+00

z 1
Par produit, lim e*|[1—-2Xx — 4+ — | =400
. €T 1 T——400 e® ev
Im (1-2x—+—]=1
T—+00 et et

Ainsi, lim h(z) = +o0.
r—+00

Exercice 4

1.
e = 1
e = ¢ Méthode
—2r = 0 On écrit Péquation sous la forme eX = e¥, puis
r = i on utilise 'équivalence e¥ =¥ «—= X =Y
-2
z = 0

L’équation a une unique solution : 0.

2 16
€ , € Méthode

o= 16 L’équation X2 = A a deux solutions lorsque

= V16 ou = —-Vv16 A est strictement positif : VA et —V/A.
= 4 ou z=-4

L’équation a deux solutions : —4 et 4.
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e = e
2
e = el
2 =1

V1 ou a=-V1

= 1 ou z=-1

L’équation a deux solutions : —1 et 1.

22 =2

| Rappel I

o2
2
0

VvV vV V

Le trindme 22 — 2 est du signe de a = 1 partout sauf entre ses racines : V2 et —v/2.

D’ot le tableau de signe :

X

—00

G

\/5 +00

signe de z® — 2

_|_

4) _

e

5. —1 est un nombre négatif. On en déduit que cette

équation n’a pas de solution.

6.
e*2$ > 1
ef2w 2 eO
—2r > 0
0
z < 0
L’inéquation a pour solution : ] — oo ; 0].

Exercice 5

1. Equation e**73 = =17,
e2r—3
20 —3
3z
x

e Tt

—r+7

10
10

Ne vous laissez pas surprendre par « le —z ».
Pour tout réel X, eX est un nombre stricte-

ment positif.

~

r

e On écrit I'inéquation sous la forme e* > e¥, puis
on utilise I’équivalence e > €Y <=z > y.

e Attention, lorsque 'on divise par un nombre
strictement négatif (ici —2), on change le sens de

I'inégalité.

.

On reconnait

On reconnait une équation du type e* =e¥ que
I’on sait résoudre.
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2. Equation e x e"20tl _ 1 = .

erz X e—2r+1 -1 _ 0
er2—2z+1 _ 1
e 2L 0 On se raméne & une équation du type e* = ¥
22 -2 +1 = 0 que l'on sait résoudre.
(z—1?% = 0
x 1
Donc . = {1}.
3. Equation 3¢ +¢” — ;L =0 ) Ici, c’est le changement de variables qui va per-
En posant X =%, 3e™ +e” —4 =0+ 3X"+ X -4=0. mettre de résoudre ’équation.
-1-7 4 —-147
A=12—4><3><(—4):49>0doncdeuxsolutionsX1:2—x3:—§ et ngﬁzl

On cherche la valeur de z telle que e” = X et celle de z telle que e = X3 :

4
o ¥ = —3 < 0 : Cette équation n’admet pas de solution car, pour tout z € R, ¢* > 0.
e " =1 x=0.

Donc . = {0}.
4. Inéquation e 3% > L
. q e g

e 3T > L
o +6 On s’y rameéne

-3 —(z+6 S S oz .

e > o~ (@t0) On se ramene a une inéquation du type X >e¥

—3r > —x—6 qu’on sait résoudre.

—2x > —6

z < 3
Donc . =] — o0 ; 3.
3 ef2a:+1
5. Inéquation (e”)” < —
e
—2x+1
3 e
@ <

— — N N < q X Y

e L e 2@tld On se rameéne a une inéquation du type e* < e

) : 4

3z < —22-3 qu’on sait résoudre.

3

Doncy:}—oo; §]
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A reconnaitre

) ) o1 oo C’est un produit dans le membre de gauche et il
6. Inéquation (e*"" +1)(e*"" —e) > 0. v a 0 dans le membre de droite. On peut faire un
tableau de signes pour résoudre cette inéquation.

0”2 _e20<=e"22ele= 0 —2>1 <z >3
e 4 1>0.

On en déduit le tableau de signe :

T —00 3 +00
Remarque
Signe de e+ + 1 _ .
igne de e* 11 4 + + (em+1 +1)(e” 2 e) est du signe
—e = 0 car, pour tout
Signe de e*72 — e — + z €R, et 1 >0.
Signe de
(ez+1 + 1)(6172 _ e) - 0 +

Exercice 6

1. La fonction f : x —— —ze” est sous la forme d’un produit de deux fonctions
U X v.
f(w) = u() x v(z) avec u(z) = — et v(x) = e, Identifiez la forme de la fonc-

/ o ’
Done f'(z) = u'(z) x v(z) +u(z) x vi(z) . tion avant d’en calculer sa déri-

vée. Ici, c’est un produit.
! _ _1 X _ x — _ T _ T __ AT __ _ 1 € )
f'(x) = x e +(—x)x e’ =—e"—xe” =e"(—x—1)

u’ () v() u(x) v’ ()

x u
2. La fonction g : z — — est sous la forme d’un quotient de deux fonctions —
e v

avec u(z) = = et v(x) = €.

I1xe*—xxe® e —ze® e*(l—z) 1—=x
g'(x) = =

()’ (et () e

1
3. Lafonction h : z+——e™ 7 (1 + —) est sous la forme d’un produit de deux fonctions u X v.
x

h(z) = u(x) x v(z) avec u(z) =e et v(z) =1+ é

Donc h/(z) = u'(z) x v(z) +u(z) x v'(x), avec v'(x) = (—1) x e T et v'(x) = —= .

W(x) = —e " x 1—}—l +e % x t = ¢ % 1_|_l_|_i
——" T ~—~ 72 T 12
N——

v(w) v’ ()
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Exercice 7

e f est de la forme L avec u(z) =e" —1et v(x) =e” + 1 # 0 pour tout x réel.

f est donc dérivable sur R et, pour tout x € R :

u'(z)v(x) — u(z)v'(z)

o) =
_ ¢ X (e®+1)—(e*—1)xe®
(e7)?
_ ¢ X (e®+1)—(e*—1) xe”
COR
_etx(et+)—(e"=1)] 2
= ()2 e

e La fonction g est dérivable sur R car elle de la forme e* avec u une fonction trinéme dérivable sur R.
2
Pour tout z € R : ¢’(z) = u’(x)euw) = (61 — 4)e3e" 4o 1,

e La fonction h est de la forme u x v avec u(z) = 2% — 2z + 1 et v(z) = e 3% 12,

h est dérivable sur R et pour tout z € R :
W(x) =u'(z) x v(z) +u(z) x v'(z)

22 —2)e 372 4 (22 — 22 + 1) x (—3)e 372
(22 — 2) + (2% — 22+ 1) x (=3)] e 312
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