Suites numériques

Terminale S

Définition

Une suite (u,,) peut-étre définie :

O de maniere explicite : u,, = f(n)

U

Unt1 = f (“n)

0 de manieére récurrente :

. Un41
O Si pour tout n, uy+1 — up, > 0 ou el

Un,
suite (uy,) est strictement croissante

> 1, alors la

. u
O Si pour tout n, up+1 — up, < 0 ou o Ca 2

Un,
suite (uy,) est strictement décroissante

< 1, alors la

Suites arithmétiques

Récurrence : uy, 11 = uy, + 7 (de raison r)
Explicite : u,, = ug + nr ou u, = up + (n —p)r

Somme : nbre t o premier terme + dernier terme
: nbre termes

B) Somme : premier terme x ¢
Sn:u0+...+un:(n+1)xm 1—gnt!

2 Sp=1+---+¢" = 1=
\ \ 4

Suites géométriques

Récurrence : u,,+1 = q X u, (de raison q)
Explicite : u,, = up x ¢" ou u,, = u, x ¢"P

1— qnbre termes

Raisonnement par récurrence

But : montrer qu'une propriété P(n) est vraie pour tout n > ng
O Initialisation : on vérifie que la propriété est vraie au rang ng

0 Hérédité : on montre que si la propriété est vraie au rang n, alors elle est encore vraie au rang n + 1

Conclusion : la propriété est vraie pour tout n > ng

Limite finie (convergence)

Unp, Un | °
| |
| lim w, =+o0 | °
° | hrn Up = n—-+oo I °
° | n=mPoolli s ] IR s P
________ Q- ®
¢ LY S S - * |
_________ _._|_.l__.______________ O ° |
o | ° |
[ ) [ )
I O I
° | e ° |
]
1 n e o ! n
1
Ex: lim — = lim — = lim (—1)™ n’existe pas o 8 = 2 _ 1 3 _
n——+oo N n—-+4oo \/ﬁ ! n—>+oo( ) p \EX . ngrfoo \/ﬁ - nggloon - nggloon = +00

Limite infinie (divergence)

Théorémes de comparaison

(un), (vn), (wy,) sont trois suites. Si a partir d'un rang :

0 wu, <wv,,alors lim wu, =+oc0o=— lim v, = +c0

n—4oco n—4oco
0 u, <wv,,alors lim v, = —-0c0=—= lim wu, = -0
n—4oco n—4oco

Limites d’une suite géométrique

0 Sig < —1,alors lim ¢" n’existe pas
n—-+oo

OSi—-1<g<1,alors lim ¢" =0
n——+o0o

0 wu, <wv, < w,, alors

lim wu, =

I lim w, =¢— lim v, =/
\ n——+00

n—-+oo n—-+oo

0 Sig>1,alors li
n—
G

0 Sig=1,alors lim ¢" =1
n—

+0oo

(L —
4= oo

Convergence d'une suite monotone

Une suite (u,,) est majorée [resp. minorée] si, et seulement si, il existe un réel M [resp. m] tel que pour tout n € N, w,, < M

[resp. uy, > m]. Si la suite est a la fois minorée et majorée, on dit qu’elle est bornée

0 Toute suite croissante et majorée converge, toute suite décroissante et minorée converge

[ Une suite croissante de limite ¢ est majorée par ¢




Limites et continuité

Terminale S

Asymptote horizontale

Asymptote verticale
Y

Y
a
v |
© |
z— 400  f(x) I : —
. [ s dm @)=
______________________ ! 1

14 ¢ TS

lim f(z)=4¢ !
T—>+00 f( ) a< T
St lim f (z) = ¢, la droite d’équation y = ¢ est une Si lim f(z) = +oo, la droite d’équation z = a est une
x o0 T—ra
\asymptote horizontale a la courbe de f en +oc0 ou —oo \asymptote verticale a la courbe de f

Limites des fonctions usuelles
1

lil’i’l z2 = 400 liIE 2 = 400 ml&‘}}oo o? = 400 m — = +oo lim e* =+
T—r— 00 z—+00 0+ T xr—+o0
lim In(z) = 40
T—+00
e =G /
T——00 I
lim - =0t
z—+oco
lim x3 = —00 111’(1)1 — = mlilzloo @ = 0+ l‘l—l)rg"' ln(x) -
T—— 00 z—0—" T .
L carré - cube inverse exponentielle logarithme
Opérations sur les limites Théoremes de comparaison
[Fisn 7 ololelol ¢l ] ~ f, g, h sont trois fonctions. Si, pour tout z € [a, o0 :
< 1 — 1 —
limg |0 |oco| 06|00l ]| oo 0 fl@) < gla)et lm f(z)=-+oo= lim g(z)=-too
lim(f+g) | 0 |co|oo | €| £ | 0| oo | cof/FI O f(x)Sg(x)etmﬂﬁﬁloogm:_Oojmgrfwf(x):_oo
lim(fxg) | O | FI|FI | 0| 0 | o0 | o 00 O théoreme des gendarmes: f(z) < g(z) < h(z) et
Lm(f+g) |FL| 0 |00 |0 |oo| 0 [0 | EI Jm f(z)= lim h(z)=£= lim g(z)={¢
£ # 0, regle des signes pour les résultats « oo »

-

Limites particuliéres

Si f est une fonction continue sur un inter-
valle [a; b] alors, pour tout réel k£ compris
entre f(a) et f(b), I'équation f(x) = k ad-
met au moins une solution « € [a; b]

Side plus f est strictement monotone, « est

x L f@) L g ()
gof
| lim f(z) =4
si ac.—m
By )= &
alors lim ¢g(f(x)) =L
r—a \

unique




Dérivation etintégration

Terminale S

Dérivée et tangente

Nombre dérivé de f ena : f/(a) = lim fla+h)— f(a) Primitive de f sur I : fonction F' continue, dérivable sur I
h—0 h telle que F'(z) = f(z) pour tout z € I

Tangente au point A(a, f(a)) : y = f'(a)(z — a) + f(a)

Tableau dérivée-primitive

Sous condition d’existence des fonctions :
1 .
k g VT = e’ In(z) | cos(z) | sin(z)
dérivée 1 xl 1 primifive
0 na"! — === e’ = —sin(z) | cos(x
N = . (x) ()
U 1
u—+v u X v ku u” Vau = = et In(u) cos(u) sin(u)
érivée 7 7 Y 7 ¢ 7 5 primitfp
u vv—w' | —u u
w0 | w4+ u ku' nu'u™ ! u' et — —u'sin(u) | u cos(u)
2\/u v2 u? u
-
Variations d"une fonction Propriétés des primitives
O f croissante sur I <= f'(z) > 0 pour tout z € I O Toute fonction continue admet des primitives
O f décroissante sur I <= f’(z) < 0 pour tout z € I O Primitives de f : fonctions G telles que G(z) = F(z)+k
O f constante sur I <= f’(z) = 0 pour tout z € I O Side plus F(xg) = yo, la primitive est unique

Intégrale de f positive sur [a, b] : aire du domaine délimité

par la courbe représentative C¢ de f, ’axe des abscisses et Cy

les droites d’équations = = a et z = b.
b
On note cette intégrale : / f(z)dx
a

L’aire est exprimée en unités d’aire (u.a.) qui correspond a

l'aire du rectangle de cotés Ol et OJ

b
Si f est négative, 'aire vaut — / f(z)dx

-
Calcul d’intégrales Propriétés des intégrales
O Soit f continue positive sur [a; b], la fonction F' défi- f et g sont deux fonctions continues sur [a; b] :
. * . b b b
nie sur [a; b] par F(x) = /a f(t) dt est dérivable de 0 / f(x)+g(x)dx:/ f(x)dx+/ g(z) dz
dérivée F'(z) = f(x) . , @
b
O / f(z)dz = [F(z)]° = F(b) — F(a) 0 / Af(z)da = A/ f(z)dz
“ b b
O Valeurmoyennedefsur[a;b]:,u:bia/ f(z)dz O f(:z:)}O:>/ flz)dx >0
a a X )
- 0 f@) <900) = [ f@)de< [ gla)do
K ——-K----= /K -- -- 0 Relation de Chasles :
i b c b
[ f@da= [ f@)do [ f@)do
a b a b a a c
- -

[



Exponentielle etlogarithme

Fonction exponentiell

f(z) = exp(x) = €®
définie sur R

avaleurs dans | 0; +o0 |

lim e”=0"

lim e* =+
T—r+o00

-

Courbes représentatives

Terminale S

f(z) =In(xz)
définie sur | 0; +oo |
a valeurs dans R

-

Propriétés des exponentielles

a, b et n sont des réels :

0 Produit : e x el = et?
1

[0 Inverse : —=e ¢
ea
ell

0 Quotient : — =
e

O Puissance : (e")™ = e

o 2 1
[1 Racine carrée : ez =./e

O Produit:
O Inverse:
0 Quotient :

[0 Puissance :

[0 Racine carrée :

Propriétés des logarithmes

a et b sont des réels strictement positifs, n est un réel :

In(ab) = In(a) + In(b)

Lien exponentielle et logarithme

La fonction exponentielle (de base e) et la fonction logarithme (népérien) sont des fonctions réciproques : leurs courbes

O In(expz) =«
O exp(lnz) =2

\D a¥ = exp(yIn(x))

O expr=y <= z=1In(y

In(e”) =
eln(w) =z

) e’ =y <— x=In(y)
2V — euin(a)

représentatives sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice (y = x)

Equations et d'inéquations avec des exponentiel

u, v sont des réels, A est un réel strictement positif :

Oe*=¢e" <= u=vw
0e“*>e" < u>v

0e“<e’ «— u<vw

e¥ =)\ < u=1In(\)
e* >\ < u>1In(A)

e* <\ <= u<In())

\D e* < 0impossible et e* > 0 toujours vrai

Equations et d’inéquations avec des logarithmes

u, v sont des réels strictement positifs, A est un réel :

A

O In(u) =ln(v) <= u=v

In(u) =X <= u=e
In(u) >\ <= u>e
In(u) <\ <= u<e

et In(u) >0 <= u>1

Croissance comparée et limites particulieres

x—0 »




z=a-+1ib z = |z| (cos @ + isin ) z=re?
0 i?=-1 0 Module : Or=|z2>0
O a = Re(z) — partie réelle |2| =vV2Z=+Va2 + b2 O 0 = arg(z)
b = Jm(z) — partie imaginaire O Argument : 0 e = cosf +isind
O Conjugué:z =a —ib arg(z) = 0 = (W, O—]\j)[ 27] 0 e =cosf —isinf
O C = {nombres complexes} cosh — = ; sinf = b
L L B B L

Nombres complexes

Terminale S

Représentation graphique

-

partie imaginaire

Ms(=2) ___________] b=rsind M(2)
| 9% |
A\
| X |
| J&/ |
| i+ = |
| > |
| 0 = arg(z) |
} ) } partie réelle
—a 0 w1 ja@ = 1 cosf
| |
| |
I I
| |
| |
I I
My(—z) ~— T 77T dp T M (Z)

Propriétés du conjugué

g
g
g
g
g
a
g
-

z4+ 2 =Z+ 2

zx2l =% x 2

Propriétés du module/argumen Propriété de I’exponentielle
O |-z = |z = |2] O re® x re®? = /el 0+6")
0 [s2'| = [¢] |2 0 (rei®)" = preint
O arg(zz') = arg(z) + arg(z’) [27] 1‘ B le_w
a |z" = |z|" rei? r
O arg(z") = narg(z) [27] re — T ail0-9)
SEA || re®’” g
ZiaiE 0 727 = reit
O arg (_/> = arg(z) — arg(?’) [27]
- ol .

Lien complexes-trigonométrie

Lien complexes-géométrie

Uzzp=28—24 et AB = |z — 24| Formule de Moivre : (cosf + isinf)™ = cosn + isinnf
0 4 a—if 0 a—if
O |z — za| = r: cercle de centre A de rayon r Formules d’Euler : cos§ = el Sl ;sinf = %
i
O |z — za| = |z — zp| : médiatrice de [AB]
O (o, E) = arg(zp — 24) ] N
Lien complexes-second degré
O arg(z — z4) = 0 [27] : demi-droite d’origine A d’angle 0
?? o az? +bz+c=0,A=b>—4dac
04 = = -b+ VA
(48,CD) arg(ZB_ZA> O A>O:2racinesréellesT\/—
ZD — ZC . —b
O ABetCD orthogonaux <= P € iR 0 A =0:1 racine double »
a
i %D — k¢ —btiv/-A
0 AB et CD colinéaires < . € R 0 A < 0: 2 racines conjuguées i




Géométrie dans1’espace

Terminale S

Regles d’incidence

O Si une droite (d) est parallele a une droite (§) d'un plan P, alors la droite (d) est parallele au plan P
Si deux droites sont paralleles a une méme troisieme, alors elles sont paralléles entre elles

O O o

plans P et Q sont paralleles

O

\_ d’intersection de P et de Q

Si deux plans sont paralléles a un méme troisieme, alors ils sont paralleles

Si deux droites sécantes d’un plan P sont respectivement paralleles a deux droites sécantes d'un plan Q, alors les

Si deux plans sont paralleles, alors tout plan qui coupe 1'un coupe 1’autre et les droites d’intersection sont paralléles

O Une droite (d) est perpendiculaire a un plan P si elle est orthogonale a deux droites sécantes du plan P. Elle est alors
orthogonale a toutes les droites de ce plan. Un vecteur 7 qui dirige (d) est un vecteur normal a P

O Théoreme du toit : si une droite (d) est parallele a deux plans sécants P et Q, alors (d) est parallele a la droite (J)

Illustrations des quatre dernieres regles

(¥)

(d)

>/

¥
\
\
\
\
\
P
(d)

0 Relation de Chasles : xﬁ + B? = ﬁ

=2z TR —TA
0U=7 y=1 }xﬁ YB — YA
g=4 ZB — ZA

0 |12l = Va2 + 57 + 2
0 U et ¥ colinéaires < W =kv ou ¥ =k
\D 7,7,ﬁcoplanaires — W= >\7+,u7

Produit scalaire

Ecritures : .

0% =5 (17 +7IP - 17| - I7P)

O UV =ax' +yy + 22/

0 7.7 =||%|| x || ]| x cos(¥, V)

0 7.7 = OA.0B = OA.OH ou H estle projeté ortho-
gonal du point B sur la droite (OA)

Propriétés :

0 W et ¥ sont orthogonaux <= ©Y =0

0 Deux droites (d) et (§) de vecteurs normaux 77 et ?
sont orthogonales <= 7.n’ =0

0 Deux plans P et P’ de vecteurs normaux 7 et ? sont

ﬁ
paralleles ou confondus <= 7 = kn’

Coplanarité

Des points ou des droites ou des vecteurs sont coplanaires
sils sont inclus dans le méme plan

Equations de droites et de plans

Ecriture vectorielle :

O AM = ¢ : droite passant par A de vecteur direct. i’

O AM = W + t'% : plan passant par A de vecteurs di-
recteurs © et ¥ non colinéaires

——
0 AM.7 = 0:plan passant par A de vecteurs normal 77

Représentations paramétriques :
0 Droite (d) passant A et de vecteur directeur  :

r=xp + ta a
y=ya+th avecd |b|,teR
z=2z4+tc @

0 Plan P passant par A dirigé par o et ¥/ :
r=x4+ta+ta a a
y=ya+tb+tt avecW [b| T |V |t,t'eR

z=24+tc+t'c c c

Equation cartésienne d’un plan de vecteur normal 77 :
a
ax+by+cz+d=0ou7 | b

(6

-




Probabilités discreétes

Terminale S

Rappel sur les probabilités et variables aléatoires

P(@)=0 ; 0<PA)<K1 ; PQ)=1 ; PA=1-PA) ;

n

i=1 i=1

P(AuB)=P(A) +P(B) - P(ANB)
Espérance: E(X) = > x;P(X =x;) ; Variance: V(X) = En: (z; — E(X))* P(X

z;) ; Ecart-type:o(X) = /V(X)

Loi de Bernoulli

Expérience qui n’a que deux issues
possibles : « succes » de probabilité
p et « échec » de probabilité 1 — p

Loi binomiale

Notation : B(p) Notation: B(n;p) ; ¢=1-p
PX=1)= P(X=0)=1- .
EEX)ZZ)? rett ) g P(sz):<k x pF x gnFk
V(X)=p(1-p) E(X) = np
o(X) = v/p(1-p) V(X) = npg

o(X) = \/npq
.

Répétition de n épreuves de Ber-
noulli identiques et indépendantes.
X est égale au nombre de succes.

Probabilités conditionnelles

Probabilité conditionnelle de I'événement B sachant que 1'éveénement A est

e _ P(ANB)
réalisé : PA(B) = W avec P(A) 7é 0
e _— ) _ card(AN B)
Cas d equlprobablhte sur ) : PA(B) = W

Probabilités composées : P(AN B) = P(A) x Pa(B) = P(B) x Pg(A)
Probabilités totales avec { A1, As, ..., A, } formant une partition de 2 :

P(B) = P(A1)Pa,(B) + P(A2)Pa,(B) + - + P(A,)Pa, (B)

-
Indépendance de deux évenen

-

-

A et B indépendants
<= P(ANB)=P(A) x P(B)
< Pa(B) =P(B)
— Py(4) = P(4)

A et B indépendants

<= Aet B indépendants
<= Aet B indépendants
<= Aet B indépendants

Arbre de probabilité

probabilités simples probabilités conditionnelles probabilités composées

: Pa(5) S P(ANS)=P(4) x P4(8)
" P 5. P(ANS) = PU) x PaS)
Ps(9) s: P(BNS)=P(B)x Py(5)
sy g
% S: P(BNS)=P(B) x Ps(5)
x)/o
7 g Po(S) s P(CNS)=P(C) x Pa(S)
e, /
$ 5 P(CNS)=P(C)x Pe(3)

- ——

L P(ANS)+P(BNS)+P(CNS)

probabilités totales

N 714

\5—_’




Probabilités continues

Variable aléatoire a densité sur

Fonction de densité sur [ : fonction
f continue et positive sur I telle que

/If(t)dtzl

b
Dp(agxgb)z/f(t)dt
O0PX=a)=0
O Pla< X <b)=Pla<X<b)=

Pla< X <b)=Pla<X <))
OPX<t)=1-P(X >1)
0 E(X)= [ tf@t)dt

-

Terminale S

Loi uniforme sur [a@, b]

Notation : U [a, b]
1
t)= ——
==
—c
Ple< X <d) =
(c d)b —
E(X):a+
2
| |
[ [
| |
| |
0! a b

Loi exponentielle sur R "

Notation : £())

f(t) =Xe > avec A >0
Pla< X <b)=e -
PX<t)=1—e?
PX>t)=e*

Pxzi(X 2t+h)=P(X > h)

(X) =

—

=
> =\

Théoreme de Moivre-Laplace

O pe]0;1[etn e N*

O X, suit la loi binomiale B(n;p)

0z, Xn_"P

\1pq

Pour tous réels a et b tels que a < b:

.
Loi normale centrée réduite sur

Notation : N'(0;1)
1 1,2
t :—e_ét
EX)=0etV(X)=1
Va€]0;1[,3uy € RS tel que
Plug < X <ua)=1-a

11—«

n—>+oob
2
— ! \/%_ﬂe_gdt L — 3 pu—o M p+o w+ 30
I w— 20 w20
—Ug 0| U Plu—o< X< pu+o)=~0,68
P(—1,96 < X <1,96) =0,95 Plp—20 <X <p+20)=~0,96
S \P(—2,58 < X <2,58)=0,99 \P(u—3a < X < p+30) = 0,997

0!
Notation : N'(u; 02)

E(X)=petV(X)=o?
X suit laloi N (y;0%) <

Z = P suitla loi V(0 1)
(o

AW

Propriétés des lois normales

P(X>1t)=0,5+Pt<X < p)

AN

|
|
1
& (Y

Intervalle de fluctuation

échantillon
de taille n

Population entiere

Proportion p

a95%:u =1,96 et
S 01 10,05

fréquence f?

Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 1 — «

1_
I, = [p_ua\/MTlJ;p+ua

Conditions:n >30; np > 5; n(l —p) >
aA99% : up,01 = 2, 58

\/@]
)

-

Intervalle de confiance

Population entiére

Proportion p?

Intervalle de confiance de p au niveau de confiance 95 %

Conditions:n >30; nf>5; n(l—f) =5

échantillon
de taille n

fréquence f

1 1
f—%§f+%




